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Pour n € N, on pose

Hoo log
I, = By
=) e

3
Cette intégrale est convergente puisque (i”fmlzo)%ﬁl 0 et log est intégrable en 0.
r—+o0

T o=2F 20—k
Proposition. Pour toutn € N, I, = ~ a1 Z k( n )
k=1

log?(2) C\R 01 la dé . .
{TF27)nFT Sur \RR_ ou log est la détermination

principale du logarithme. Les pdles de cette fonction sont —i et ¢ et sont d’ordre n + 1.

Considérons la fonction méromorphe f : z —

Lemme 1. On a Res(f;i) + Res(f; —1) = —55= >y 2%(2"_]“).

n

Démonstration du lemme 1. Calculons les résidus de f en —i et 3. On a

et =i (5

nldzn \ (z + i)t
1 dr 1
— 0} (m)
= Y I <log (2)log™ (2) - (z+z’)n+1> »
k+l4+m=n ‘Z ?

par la formule de Leibniz.
d* 1 k

Pour a € C, iF @) = m En appliquant ceci pour a = —i puis pour a = 0,
dr 1 K a1 B (—1)%(n + k)!
dzF (z 4+l dentRz 44 nl(z + i) TR
et
m log 2z sim=20
log™ (2) = { (SIS

On en déduit
Res(f;i) =U@1) + V(i) + W(i)



ou

U = D" log’(2) <2n)

(z+14)2tL \n

1 (=)™ 1(m—=1) —DF(n+ k)
V(z) = 2log(z) Z k!m!( ) zn(l ) X T(l!(Z)Jr(i)nth
k4+m=n
1 (=)™ 1(m—=1) —DE =1y —Dk(n+ k)
W@ = > k!l!m!( : z"<‘ L B zl< E x TE!(Z)Jr(i)"*lJzk
k+l+m=n

l,m>1

On remarque que Res(f; —i) = Res(f;i), et donc
Res(f;4) + Res(f; —i) = 2R(Res(f; 1))
=2V (i)

1 n+k
=-2r > 2”+1+kxm( n )

k+m=n
m>1

T = 2" (2n—m
= 2 5 (")

m=1

Soient 0 <e <1< Retfe }‘%’r,w[. Notons I'r ¢ ¢ le contour suivant.
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Lemme 2. Lorsque € tend vers 0, 8 tend vers w et R tend vers linfini, / f(2)dz tend vers
Tr.e.0

4irl,,.

2 2
Démonstration du lemme 2. Notons que |zf(z)] < % et le membre de droite tend vers

0 lorsque |z| = 0 ou + oco. Par le lemme de Jordan,
(2)dz —= 0 et / f(z)dz —— 0. (1)
e—0 YR

Ye R—+o00



Aussi

R — i0)2 ) R oo(x i0)?2 .
(Z)d2+/ f(Z)dZ:/ ((log(x) 0) e—zedx_/ (Ug(H—e)ezde

1 +x2672i9)n+1 1+x262i9)n+1

tend vers

[ S OF i, [ o) 0P
0 (1+x2672i0)n+1 0 (1+x2e2i0)n+1

lorsque ¢ tend vers 0 et R tend vers I'infini. Montrons que cette quantité tend vers 4inI,, lorsque
0 tend vers 7. Pour z € R, |1+ 2229|2 = 1 + 222 cos(20) + 2* d’ou |1 + 22?02 > 1+ 22 +2* >

2
(1 + %2) car 2cos(260) > 1 lorsque 6 € ]%ﬂﬂT[a donc

log?(z) + w2
S+ L;)znﬁ

(log(z) + i0)?
(1 + 22e20)n+1

et le membre de droite est une fonction intégrable de x sur R%. Le théoréme de convergence
dominée assure que la somme des deux intégrales converge quand 6 tend vers 7 vers

+oo i)\2 +o0 — im)?
/ (log(x) +im)? | / Uogle) ~im)” ) _ yin1,
0 (14 22)ntt 0 (14 a2)n

[On voit ici V'intérét d’intégrer la fonction en remplagant log par log2]
On en déduit

(2)dz+ | f(z)d= dirl,. (2)

7 v2 e—0, R—+o00,0—7

Le résultat du lemme est la combinaison de (1) et (2).
O

Revenons a la proposition. Soient 0 <e <1< Ret 6 € ]%ﬁ, 7r[. Par le théoreme des résidus
appliqué a la fonction f sur le contour I'g . g,

/r f(2)dz = 2im(Res(f;4) + Res(f; —1))

c’est-a-dire

im? = 2F [2n —k
dz = —— -
f ot =g T ()

d’apres le lemme 1. Le lemme 2 fournit alors 1’égalité voulue.

. . +0o0 logx o PN .
Remarque 1. En particulier fo Tzde =0 (comme on peut le voir & 'aide du changement
. 1 +oo  logx __ too  logz _ T
de variables z +— <), et [ ey dx = |, ey dr = —7.

Remarque 2. Les nombres —%In sont les coefficients de la série de Taylor de la fonction
= }_% 1 [ s __log(v1-2x)

72 1-2z

En effet, pour n > 1 on note u, = —2";1],1 =30, m%k(%n_k) On a > o7 upa™ =
k N 2m-+k
St T FR(3) ot Fy(w) = 320 (")

Remarquons que Fy(z) = \/ﬁ et si k € N, la relation de Pascal donne @ Fy,2(x)— Fiy1(z)+

Fi(z) = 0. Soit C la série génératrice des nombres de Catalan. Pour |z| < 1, 2C(z)?~C(z)+1=0




k
et C(z) = 1=¥=32  Teq suites de fonctions (Fj, ken et (T — C(2) ken ont le méme premier
2 Vi1—dzx

terme et vérifient une méme relation de récurrence, elles sont donc égales. On en déduit que

2))"

—~ .1 (2C (
;“"I - \/1—233; k

_log(l —zC (%))
V1-2z
log(v/1 — 2x)

1—2x

d’apres l'expression de C(x).



